CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
“VICTOR VALCOVICI”
EDITIA a XXI-a, BRAILA, 11.05.2013

SOLUTII
CLASA A VII-A

1. Se considera AABC cu AC=b, AB=c, c<b si punctele Ee(AB, De(AC

astfel incat AE = AD = L Notdm cu K mijlocul segmentului (AD), BCNED= {M }

11
— + —
b ¢
si AM NEK ={T}.
Aflati valoarea raportului M.
aria (ATAD)

Carmen Botea si Viorel Botea, Brdila

A 2bc
Solutie. Mai intai, ¢ <——<b.
b+c

A

E

Din teorema lui Menelaus in AABC, cu secanta EMD, avem
BM CD AE

———=1. (1)
MC AD BE
Tindnd cont ca AD = AE, din (1) rezulta
2bc c
BM BE pic _C_AB
MC CD _2bc b AC’

b+c
de unde rezulta ca [AM este bisectoarea unghiului BAC.
Dar cum AE = AD, rezulta cd M este mijlocul segmentului (ED), deci T este

centrul de greutate al triunghiului AED. Rezulta astfel ca
aria(AETD)

— 2 1.
aria (ATAD)



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
“VICTOR VALCOVICI”
EDITIA a XXI-a, BRAILA, 11.05.2013

SOLUTII
CLASA A VII-A

2. Se considera AABC si punctele A'e(BC), B'e(AC) si AANBB'={M|. Fie
{C1=CM n AB.
MA MB MC MA MB MC
MA' MB' MC' MA' MB' MC"
Carmen Botea si Viorel Botea, Briila

Calculati

Solutie. Notam BA =X, BC =Yy, CA = Z si obtinem
BC AC AB

'A
CA'=(1-x)a, AB'=(1-y)h, BC'=(1-z)c.

A

B A c

Din teorema lui Cevain AABC, rezulta

(li(;(a;-a'(l—y;/t;-b'(l—z.z(;-c =1=xyz=(1-x)(1-y)(1-2).

Aplicand teorema lui Menelaus In AAA'C, cu secanta BMB', rezulta
AB'.BC MA'_1 MA_AB'.BC_(I—y)b.i:> MA 1-y

. =1= = —
B'C BA' MA MA' B'C BA' yo xa MA' xy

si analoagele:
MB 1-z MC 1-x

MB' yz MC' zx

Avem acum
MA MB MC MA MB MC (I-x)(1-y)(I-2) 1-x 1-y 1-z

MA' MB' MC' MA' MB' MC' X2y’ Xy yz X
1 x+y+z=xy—yz-zx _(1=-x)=y(1-x)=z(1-x)+yz(1-x)+xyz
xyz Xyz - Xyz o

U=00=9)(=2) )y oy,
Xyz




CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
“VICTOR VALCOVICI”
EDITIA a XXI-a, BRAILA, 11.05.2013

SOLUTII
CLASA A VII-A

3. Demonstrati ca printre 2025 numere naturale distincte, existd 729 numere a caror
suma este divizibila cu 9.
Carmen Botea si Viorel Botea, Brdila

Solutie. Mai intéi, aratam cd oricum am alege 5 numere naturale, existd 3 dintre ele
cu suma divizibila cu 3.
Cele 5 numere pot fi de forma M;, M, +1, M, —1. Atunci:

e daca existd cite un numar de fiecare forma de mai sus, atunci suma lor se
divide cu 3;

e dacd nu, existd trei numere care dau acelasi rest prin Tmpartirea la 3, deci
suma lor se divide cu 3.

Acum, aratim ca oricum am alege 25 de numere naturale, fie acestea
a, <a, <a, <...<a,, existd printre ele 9 cu suma divizibila cu 9.

Formam 5 grupe de céte 5 numere:

{8,085}, {8,y {Bsemis)s {Bgoendy)s {8 dos)-

Conform rationamentului de mai sus, in fiecare grupa existd cate 3 numere a caror

sumad se divide cu 3, adica
a +a +a =3k, a +a +a =3k, a +a +a =3k,
a +a +a =3k, a +a +a =3k;.

Dintre numerele K,K,,k;,K,,Ks, exista 3 a caror suma se divide cu 3. Daca, de
exemplu, (k, +k, +k,):3, atunci
a, +a, +a +a +a +a +a +a +a =3(k +k,+k;):9.
Avem 2025=25-81 si cum din fiecare grupa de 25 de numere existd 9 cu suma

divizibila cu 9, rezulta ca din cele 2025 de numere, exista 9-81=729 numere a caror suma
se divide cu 9.



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
,,VICTOR VALCOVICI”
Editia a XXI-a, Briila,
11.05.2013

SOLUTII

Clasa a VIII a

1. Aflati x si y numere intregi care verifica ecuatia:

VX2 =32 4461-x7 +37 3% = J4x> +4xp+ )7 .
Adela Dimov, profesor, Braila

Solutie: Conditiile de existentd a radicalilor implica x° € [32,61] siy® <37.
Deoarece x,y € Z = x” € {36,49} si »* €{0,1,4,9,16,25,36} .

Mai trebuie tinut cont de faptul ca \/4x” +4xy+y* =[2x+ y|e N. (Ip)
1) DaciX’ =36=x=16
a) x=6=7+37-y" =[12+)|. Cumy €[-6,6]nZ = |12+ y|=12+ y.
Ecuatia devine /37 — y* = y +5si se impune conditia y+5>0= y>-5.
Obtinem solutia y=1 . (2p)
b) Dacix=—6 = 7++/37 -’ =|-12+y].
Cumye[-6,6]NZ=|-12+y|=12-y.
Ecuatia devine /37— > =5-y =5-y>0.
Obtinem solutiay =—1. (2p)
2) Dacix’ =49 = /17 +1/12 e R\Q sinuexistay € Z cuy® €{0,1,4,9,16,25,36} i

care sd verifice ecuatia problemei. (2p)
Deci raman solutiile: x, =6, y, =1s1x, =—6, y, =—1.



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
,,VICTOR VALCOVICI”
Editia a XXI-a, Briila,
11.05.2013

SOLUTII

Clasa a VIII a

2. Arétati ca nu exista numere naturale x si y astfel incat
(x4 +y4 _xzyz)(x4 +y4 +x2y2) )

. 41006

Artur Balauca, profesor, lasi

Solutie: Presupunem prin absurd ca exista x,,y, € N astfel incat

(xg + yo4 _ x02y02 ) (x04 + y04 + xozyoz ) — 92013
Fie d= (x¢ , yo). Deci exista m,n € N astfel incat avem xo=d - m si yo=d-n cu (m, n)=1 (1p) (1)

Avem (x(;1 + 3, —xozyoz)(xo4 + 3, +x02y02) = (xg + ¥, )2 —xgys =Xy + v +x,v5 =2 (1p) (2)

Din (1) si (2) rezulta ca d° (m8 +n'+ m4n4) =2 deunde d* /2", adica d*=2% cu peN,

p<251. (1 p)

Deci m® +n* +m*n* =22 si 2/m® +n® +m*n*  (1p) 3)

Insa din (m,n) = 1 rezulta ca m si n au paritati diferite. (1p)

Daca m =2k sin=2q+1 ,unde k,q € N, atunci m* +n® +m*n* = M, +1, in contradictie
cu relatia (3) (1p)

Analog, m = 2a+1 sin=2b, unde a,b € N conduc la aceeasi concluzie. (1 p)



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
,,VICTOR VALCOVICI”
Editia a XXI-a, Briila,
11.05.2013

SOLUTII

Clasa a VIII a

3. In cubul ABCDA'B'C'D' se considera punctele E si F pe dreptele AA', respectiv, DD'.
Determinati intersectia planelor (EFB) si (ABC), in cazurile:
a) E€(AA'si Fe(DD';

b) Ec(AA' si F¢[DD'.

Constantin Apostol, profesor, Rm. Sarat

Solutie:
Dy Cv D' C'
|
N B A/ B,
E
B !
----------------- C
A B
fig. 1 fig. 2 F fig. 3

a) Vom deosebi subcazurile:
I) Dreptele EF si AD nu sunt paralele; ele au, deci, un punct de intersectie, fie acesta, G;
deducem ca intersectia planelor (EFB) si (ABC) este dreapta GB (fig. 1) (2p)

IT) Dreptele EF si AD sunt paralele; rezulta, deci, ca si dreptele EF si BC sunt paralele; deducem
ca intersectia planelor (EFB) si (ABC) este dreapta BC. (2p)

b) In acest caz, dreapta EF intersecteazd segmentul (AD) intr-un punct, fie acesta, H ; deducem
ca intersectia planelor (EFB) si (ABC) este dreapta HB. (3p)



si

avem

CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
“VICTOR VALCOVICI”
EDITIA a XXI-a, BRAILA, 11.05.2013

SOLUTII
CLASA A IX-A

1. Functia f :R — R verifica urmatoarele conditii:
(1) ‘f (a)— f (b)‘ S|a—b|, oricare ar fi a,b e R;
i) £(f(f(0)))=0.

Calculati f (0).

fkk

Solutie. Din

[£(0)| = (0)=0f 2 (£ (0))=f (0)f=|f (£ (F(0)))-f (F(0))|=|F(f(0))
[E(F ) =[f((0))=0[=[f((f (0))- f (0)|=[ F (0)].

|£(0) =|f (F(0))-
Astfel, apar cazurile:
I. daca f(0)=f (f (0)), atunci

£(0)=f(f(0))=f(f(f(0)))=0;
II. daca f(0)=—f ( f (0)), atunci

|£(0)| =] f (0)-0]=|f ((0))-f(0)]=2|f(0))= f(0)=0.

In ambele cazuri am obtinut f (0)=0.



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
“VICTOR VALCOVICI”
EDITIA a XXI-a, BRAILA, 11.05.2013

SOLUTII

CLASA A IX-A

2. Demonstrati ca, oricare ar fi X,Y,Z € [0, 1] , are loc inegalitatea:

X+Yy y+z Z+X <g

+ <=
13+y’+2° 13+27+X 13+X°+Yy’ 5
Marius Damian, Brdila

Solutie. Tindnd cont cd X, Y,z € [0,1] , avem

¥ X+Yy Iy XY X+Yy <y X+ Yy _ 2(x+y+2)

S13+y’ +7 SR+1+y+7 T LR+ +y + 124X+ +

Prin urmare, este suficient si aratdm ca
2(x+y+z) _2

2+ +y +2° 5’

scrisd echivalent
12+ X +y’ +2° 25x+5y+5z2. (1)
Aplicand inegalitatea MA-MG, avem
X+4=X +1+1+1+1>5x>-1-1-1-1 =5x,
deci
X' +4>5Xx.
Au loc si inegalitatile analoage
Yy +4>5y, 7°+4>52
Prin insumarea ultimelor trei inegalitéti, se obtine inegalitatea (1).
Egalitatea are loc dacd si numai dacd X=y=2z=1.



CONCURSUL INTERJUDETEAN DE MATEMATICA
“VICTOR VALCOVICI”
EDITIA a XXI-a, BRAILA, 11.05.2013

SOLUTII
CLASA A IX-A

3. Fie triunghiul ABC in care AB # AC, iar | este centrul cercului inscris in triunghi.

Punctele R si T se afld pe segmentele (AB) si respectiv (AC) astfel incat BR =CT =, iar

S este mijlocul segmentului (RT).

- o .. .. . - ac
Sa se arate cd punctele C, S, | sunt coliniare dacd si numai daca X=2—, unde

P
notatiile sunt cele cunoscute.
Enache Patrascu, Focsani

Solutie. Exprimam vectorii CS s Cl inbaza {ﬁ,@}

A
B D c
Mai intai,
= 1l (= ==\ |l (77 =5 =5\ | (X == =5 X 5=
CS =—(CT+CR)==+(CT +CB+BR):—- Z.CA+CB+=-BA|=
2 2 2 \b C
:l. £a+@+£(ﬁ_@) =l. 1_{_5 C_A.+l(1_£j@
2 1b c 2\b ¢ 2 c

Apoi, folosind teorema bisectoarei si formula vectorului de pozitie al punctului care
imparte un segment intr-un raport dat, avem

CT-——[CA+2X8.eD |-——.(a.CA+b.CE).
| b+c a a+b+c
+7
a
In final,
I (x Xx 1 X
—— z(b+c] 2{}_cj
C,S, | sunt coliniare << CS,Cl sunt coliniari < = =

a b
a+b+c a+b+c

ac ac

S X= S X=—.
a+b+c 2p




1. Sa se determine numerele reale x si y care verifica egalitatea:
14[(x+ y) +16x% +16log’ y} — (9x+y+12log, y)’.

Gabriel Daniilescu, profesor, Braila

Solutie
Egalitatea din enunt se mai poate scrie:

(12 +27 + 32)[(x+ y)2 + (4)()2 +(4log, y)z} = [1(x+ y)+2-4x+3-4log, y]z si conform
inegalitatii

C—B —S egalitatea are loc daca si numai daca

x+y:ﬁ:4log2y

= x+ —2x—ilo =Xx=
1 > 3 y 3 g, ) y

si x:§10g2y3x>0, y>0si 3x=2log, x < 3x=log,x’ 2% =x> <8 =x". Vom
demonstra ca8" > x*,Vx>0. Notam [x]=neN =n<x<n+1=8" <8 <8 si
n<x’ <(n+1)2.

Vom demonstra prin inductie matematica P(n):8" > (n+1)

P(0):8" >1 adevarat.

Presupunem P(n) adevarata si vom demonstra ca P (n+1) este adevarata.

P(n+1):8"" > (n+2)’

Dar 8" >(n+1)" =8 >8(n+1)" =8n’ +16n+8>n’+4n+4=8""' > (n+2)" si
conform metodei inductiei matematice P (n) este adevarata, Vn>0.

Avem 8 >8">(n+1)’ >x* = ecuatia8" = x* nu are solutii x > 0, adica nu exista x si y

sa verifice egalitatea din enunt.



2.Fie z eC,

z|=r, (V)k €{1,2,3...2013}. Notam cu P=zz,..zy; .

Sa se arate ca daca z, +£eR, (V) k €{1,2,3...2013}, atunci P=1.
z

k
Cornel Noana si Enache Patrascu, profesori, Focsani

Solutie
2013 =n
) - 2 2n-2
P — P P " rzez 41tz
Z]+—:Z]+=:Z]+_:_+ ==
z, z, Z, Z  Zy..Z, P
2 analog — — analo, _
o 5+z.z, "™ 54772, (z,-2,)(1-z..2,) e 1-zz,..2, _
2n-2 2n-2 2n-2 2n-2
P zy.z, +r"z 22,2, "7z, (2 —zz)(r —23...zn) ri't —zz,..z2,
2 2 2n-2
Z,—2y)Z24...2 rore o ozr
1 3 4 2 2
:( —) "=1=P=vr =>z+—=—+ ! =>r=l=>P=1

(Z] —23)24...zn zZ, oz r



3. Lotul de elevi care reprezinta o scoala la concursurile de matematica este format din »
elevi care se deplaseaza la diversele concursuri la care sunt invitati. Intr-o zi scoala lor
primeste invitatie la doua concursuri de matematica situate in localitati diferite. Avand in
vedere ca participarea la un concurs nu este obligatorie, ca numarul elevilor participanti nu
este limitat de catre organizatori si ca nu este obligatoriu ca toti cei n elevi sa participe, se
cere:

a) Sa se determine in cate moduri se pot organiza delegatiile de elevi la cele doua
concursuri.

b) Daca in scoala sunt 2 profesori care insotesc elevii la concursuri, in cate moduri se pot

constitui
delegatiile de elevi si profesori daca la un concurs la care merg elevi merge si cel putin un
professor? (profesorii nu se deplaseaza la un concurs la care nu merg elevi)
Gabriel Andrei, profesor, Bacau

Solutie: a) Problema se reduce la o problema cunoscuta si anume: “Sa se determine
card{(X,Y), X, Y€ M, X NY =0} unde cardM =n" A carei solutie este:
Daca X = @ atunci ¥ € M siavem (22" posibilitati,
Daca X = {a} atunci Y €M — {a} siavem 1271  posibilitati,
Daca X = {a, b} atunci¥ €M — {a blsi avem C22"2 posibilitati,
Daca X = M atunciY €M —M  siavem (120 posibilitati.
Prin urmare avem: C22% + ¢l2n-14 gr-2om-24 .. 4 220 = (1 + 2)" = 3" delegatii.
b) In contextul in care am introdus si profesorii in delegatii vom avea
urmatoarele situatii:
1) Daca merg elevi la ambele concursuri pentru fiecare delegatie de elevi avem 2
variante un profesor merge cu un grup cu celalalt sau invers.
2) Daca elevii merg doar la un concurs avem 3 variante un profesor, celalalt sau
amandoi.
3) Daca nu se merge la nici un concurs ramane o singura varianta.

Asadar:
Daca X =@ atunci ¥ = M siavem 3C32" — 2 posibilitati,

Daca X = {a} atunci ¥ € M — {a} siavem 2¢127 1+ 1 posibilitati,

Daca X = {a, b} atunci ¥ © M — {a,blsiavem 2C22""2 + C2 posibilitati,

Daca X = M atunci¥ €M — M  siavem 2C22°+(C?  posibilitati.
Si 2(C02m + €127 14 Cn2272 4. £ CP20) 420 420 — 1 —2=2-37 +2-27 —3



Clasa a XI a

1. Se considera sirul (a,),., de numere reale strict pozitive, cu proprietatea ca

a'+a;+..+a >n"", oricare ar fi neN  si oricare ar fi xeR. Demonstrati ca
a,-a,-....a,>In(n" +1), oricare ar fi ne N".

Carmen Botea si Viorel Botea, Brdila

Solutie. (ﬂj +...+(ﬂj >nVxelR..

n n

Notam f(x) = (ﬂj ot (a—"] >n = f(0), 0 punct de minim;
n n

£ este derivabild —Teorna i Ferma_ 'y — ) f‘(x)z(ﬂ] 1nﬂ+...+(“—"j nZ
n n

n n
£(0)=1n al..;?an
n

=0=aa,.a,=n",VneN . Se stic inegalitatea e*>x+1, xeR, cu

egalitate pentru x=0. Atuncie” " > aa,..a, +1= a,a,..a, > In(n" +1),V ne N".



2. Fie 4e M (C) astfel incat suma elementelor de pe fiecare coloana este egala

cukeC". Aflati & stiind ca raportul dintre suma elementelor de pe coalana » a
matricei 4" si suma elementelor de pe coloana n—1 a matricei 4" este 2014.

Carmen Botea si Viorel Botea, Brdila

Solutie. Fie (4")' =(4')",V me N". Suma elementelor pe fiecare linie in matricea
11 ... 1

i leM, (C). Avem A4'-B=k-B. Prin inductie dupa
meN" avem (4')"-B=k"-B=(A")" are aceeasi proprietate ca si A', in sensul ca suma

elementelor de pe fiecare linie este aceeasi, respectiv aici, £”.
Suma elementelor de pe linia » In (4)*" este £*°"”. Suma elementelor de pe linia

2013
n—11n (4)*"este k™ = e k=2014.

A" este k. NotamB =




3. Aflati toate functiile continue f:R — R astfel incat 7(f(x))+2f(x)=3x,
oricare ar fi xeR.

Carmen Botea si Viorel Botea, Brdila

Solutie. Fie f(x)=f(y)= f(f(x) = f(f(y)) = x=y = f injectivi,
f continud = f strict monotona
FieyeR;dem.cadxeR, astfelincat f(x)=y.

S +2y
3

fO)+2y=3x=>x= € R = f surjectivda = f bijectiva.

I. Pp. 1 strict crescdtoare; notam
uy=x, u, = f(x)u,, =f(u)=u,,+2u, =3u,6V n>1=1>+2t-3=0 (ec. caracteristicd)
in¢, :#: t=1sit,=-3=u,=C, +C,(-3)";
uy=x=C+0C, x—f(x)'c_3x+f(x)
u, = f(x)=C,-3C, 4 4

f strict crescatoare = u, , —u, are semn constant = C,=0= f(x)=x,VxeR.

}:>4C2 =x—f(x)=C, =

IL Pp. f strict descrescatoare; f(R) =R deoarece f surjectiva; lim f(x) = +oo §i
lim f(x) = —o0; notdm A(x) = f(x)—x; h:R — Reste strict descrescatoare, continua si
lim A(x) =+, limh(x)=—-0 = 3! x, e R, h(x,)=0= f(x,) =x,, deci x, este unic punct fix

x—>—0

pentru 1.
fhijectivi=3g= ", vy =f(x), vy =x, v, =g(x),...v,., =g (,)
. TN .. . -1
=3v,,=2v,, +v, Vn>1= ecuatia caracteristica3y’ —2y—1=0cu solutiile1 si 3
1 n
=v, =C +C (_5]

f(x):vo =C +C,

4C, (f(x)—x)3 . f(x)+3x

s —_ = C’:— C’:—-
x:V]:C],_% =/ (x)-x=—2=G 4 si C; .

Dar g(G)=C = £(C)=C = C =x, :@q{, = f(x)=—3x+4x,.

Asadar, sunt doua solutii: f(x)=x, VxeRsif(x)=-3x+4x,, VxeR, unde x, este

punctul fix al lui /.



